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Ml NISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR
SI CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT

A3,

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 21.02.201
CLASA A IX-A
SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Subiectul 1.

a) Aratati ca n'>m-2)-(n—=1)-n-(n+1), unde n este un numir natural

Prof. Drugan Constantin, Constantinescu Dragos

C.N. ,,Alexandru Lahovari °,Rm. Vilcea

Barem :
a) Dupi calcule seajungela 2+n" +n>2 , n=1 evident........ 2p
b) Di B 1
ina) avemca —3 =
) Javem €2 2a ﬁ{n—l}-{ri—lj-u-[nal}
1{ ! 1
- 23 NAUFED e e 2
1(::—-- Jo{ 11 =1 ot [n—l}-u- u+1}] ¥
16 .
1 1 1
Avem 1<5= <l+_ 5+ - A
R Z k* 2' 31123 ZﬂlS—Eﬂlﬁ-EDlTJ £

1450 daci [S]=tiicisicinsaiuminimsismiimmaaamilp
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A3,

Subiectul 1T

a) Aratati ca in orice triunghi ABC are loc relatia OH = O0A+ OB +0C , unde O este centrul
cercului circumscris triunghiului, iar H este ortocentrul
L9 11D 1] (UL L] TR 3p.

b) Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de centru O si care are diagonalele AC si BD

perpendiculare. Daca H, si H, sunt ortocentrele triunghiurilor ACD si ABC, aritati ca

Prof. Drugan Constantin, Constantinescu Dragos

C.N. ,,Alexandru Lahovari ¢°,Rm. Vilcea

Barem :

a) Relatia este binecunoscuta relatie a lui Sylvester.
Luam cazul unui triunghi oarecare ABC , D este diametral opus lui A in
cercul circumscris si P este mijlocul laturii BC.....ocnvinisninnsnennnnennn 1p
Patrulaterul BHCD are laturile npuse paralele deci este paralelngram atunci

AH =2.0P iar 0B=0C avem OB +0C =2+0P .. 1p.
OB +OC =OH -04 deci OA+OB+0C=0H .. evesses s sneessseessessnsnssassensss e [0
b) Aplicam relatia lui Sylvester pentru triunghiurile ACD ;rABC ...................... 1p
OA+OC +OD = OH, respectiv OA+OB+0C = OHy weooovooveoes oo oo 1p
OF, - OH, =OD-08  decl H H =8 o iap
Cum punctele B ,D, H, si H, sunt pe aceeasi dreapta rezulta concluzia.......... 1p
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%‘:’un Juﬂ‘—“e‘.
Subiectul III
a) Cate progresii aritmetice de numere naturale exista cu primul termen 1 si care contin numairul
AS500T 2ueeerieneniensreisenssensaessanssecssnssaessessasssesssssssessasssessasssasssssssessassssssssssssssessasssassasssesss 2p

b) Aritati ca nu exista progresii aritmetice neconstante de numere naturale cu toti termenii patrate

012 (TS R Sp

Prof. Drugan Constantin, Constantinescu Dragos

C.N. ,,Alexandru Lahovari ¢°,Rm. Vilcea

Barem :

a) Fie (a,) o progresie aritmeticd cu primul termen 1 §i care contine numdrul

45001. Atunci 45001 = 1+ (n=1)pr=(n=1pr=45000 _ deci r este divizor

45000 = 2"3°:5" Deci r=2¥:58%i=03,=02k=04
r poate lua 435 = 60 de valori ,adica sunt 60 de Progresii.......wssm 1P

b) Presupunem prin absurd cd (a,) este o progresie aritmeticd in care toti

termenii sunt patrate perfecte .Atunci existd girul strict crescitor

(x,),cu a, =X, unde n este Nr. NALUFA] NENUD c...covevervssiersssssssnsssesssssasssns 2p

Cum X, —-X.=ravem X, —x,zl=2r=(x_,~x Mx. . +x)22:x, .. 2p

Rezultd cd sirul (X, ) este mdrginit , fals deorece [ﬂ., ) nu este mdrginit lp
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Subiectul IV.

Fie a,b,c numere reale strict pozitive. Demonstrati ca :
2 2 2
a b c 3
a’+b>+c” + -+ -+ >
(b+c) (a+c) (a+b) 2

G.M. Nr5/2015
Barem :

Sepleacd dela @ (b +£‘}4 = (b +4:'}: 51 58 OBEINE i P

Y+ Z{ a , EE'Z{;:::]- SO 1 -

Aplicdm inegalitatea C.B.S. si obtinem

a N 9q a ¥
Z[m] ‘*‘—*-;[Z m] .................................... 2
a 3
Cum Z =

= ~ este o inegalitate cUNOSCULE ..........cooonsnissnsrissssssmsnsensss 1P
2
Se obfine ingalitatea Ceruta.... ... s s sssesess 1P

b+e
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MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR \
SI CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT * /5
.R%un Juﬂ‘—l‘e‘.
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA —21.02.201
CLASA A X-A
SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE
SUBIECTUL 1

= . log,9 _ .2 log, x log, 3
a) Sa se rezolve ecuatia ¥ =X 3 =

b) Daca x e [2,00) sa se calculeze [log[x] x] , unde [a] reprezinta partea intreagd a lui a.

Solutie:
) 9 = X3 3 1Ip
Notam 3“2 =¢,¢>0,x>0. Ecuatia devine 1> = X2 - —f .....oeiiueiiiieeiiie e Ip
3 o T L e, Ip
SOIULIC UNICA X = 2 .ot Ip
b) Fie [x] = k, k € N*/{1}
kS X <A kS X R 1p
log;, k <log, x <log,, k<1< 10g[,) X <2 it Ip
Finalizare [log[x] x} = Ip
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SUBIECTUL 11
Si se rezolve ecuatia 23/2x—1=x"+1.

Solutie:
Notdm ¥/2x—1=7 $1avem €4 £2 = 2X =1 ...iiuriiiiiiiiiei e Ip
2= X A1 X =2 =1 oo Ip
B X 2 m 2 e Ip
-1++/5
x=Lx,,= S 4p
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INISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR g \
CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT %) A
.R%un Juﬂ‘—l‘e‘.
SUBIECTUL III
. . s zZ,+z, z,+z,
Numerele distincte z4, z5, Z3 € C* au modulele egale. Consideram numerele a = ,b= ,
Z,—z, Z,— 2,
_Z +z; o < « 2 2 2 o —
c=——71 Sasearate cidacd a”+b"+c" =-1 atunci a=b=c.
374

Solutie:

c7=—a;5=—b;5=—c .......................................................................................... 2p

a, b, ¢ sunt numere complexe Pur IMAZINATE .........eiuuiintentet ettt eeeaenaes Ip

e D o e e - Ip

N 2p
—1+ix )\ -1+iy )\ —1+iz

Deoarece x* +y° +z° =1 §i xp+yz+zx=1rezulticd x=y=z,adici a=b=c ................... 1p
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SUBIECTUL IV
Determinati numerele a, b, c € [—2, 2] cua<b<csin €N*

stiindcd a+b+c=-3,a’ +b’+c’=-15, a<b<csia" +b"+c" =8n+1.

Solutie:
D . a . b . c
Consideram numerele reale x, y,z a.i. sinx=—,siny=—,sinz=—.
2 2 2
A+b+c =3 SINX+SIN P+ SINZ = —— ot Ip
3 3 3 : .3 : .3 : .3 15
A +D +0 =158 X+SIN7 P+SIN Z = —— e Ip
sin3x+sin3y +sin3z = 3(sinx+siny+sinz)—4(sin3 x+sin’ y+sin’ z) =3 1p
Cum sin3x,sin3y,sin3z €[-1,1] rezultd cd sin3x =sin3y =sin3z=1 ........ccccceerriiiiirnnn 1p
. .3 . i : 1
sin3x =1« 4sin” x—3sinx+1=0 cu solutiile sinx =—1,sinx = YRR Ip
Deci a,b,c € {—2,1} si din conditiile impuse avem ca a=b=-2si c=1 ........coiiiiiiiiiiinl. Ip
a"+b"+c" =8n+1<(-2)" =4n cusolutiaunicd n=4 ... Ip
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A3,

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 21.02.201
CLASA A XI-A
SOLUTII S| BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

SUBIECTUL I
-5 7
Determinati matricea 4 € M,(C),daca 4*=| 1 -5 7
7 1 -5
G.M. 12/2015
Solutie:
Scrierelatia 4- 4™ = A" - A=1,,det A#0, iar A" = A% e (1p)
det 4
1 2 3
Justifica 4 * inversabila, det A4* =324, si calculeazi inversasa (4*)" =—|3 1 2].... QAp).
2 31

Aratd €3 A= (det A)-(A*)™ oo (1p).
Aratd det A* = (det A) , det A = £18 .oovvriveerreereeeeiesee e (1p). Finalizare

1 2 3
AT 3 1 2 | e et aaeenes (1p).

2 31
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SUBIECTUL I1
1+ka ka

j,a € C*,ke N *. Si se calculeze (X(a))',ne N *
a I+a

Se considera matricea X (a)= (

prof. Dicu Florentina, Rm. Vélcea

Solutie:

) l+ka ka k k N
Scrie X(a)=  lea =1, +ad, A= | 1,keN .................................................. (1p).

.2 kk : :
Calculeaza A4° = (k +1 L1 (k+1)4, iar apoi

X(a)- X(b)=1, + ad+bA+(k+1)abA= X((k +1)ab+a+b)

X(a)-X(b):X((k+l)(a+kilj[b+kilj—ki_1} ....................................... @3p).
Deci (X(a)) = X((k . 1)(a v ﬁj _ ﬁ] (X(a)f = X((k 4 1)2(a v ﬁj _ ﬁ] ......... (1p).

(X(a))' = X((k + 1)"1(51 + ﬁj —ﬁ} .................................................................................. (1p).

Finalizare inductie MatemMatiCa ...........coouiiiuiiiiiiiiieiteee ettt ettt s (1p).
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SUBIECTUL III
Fie sirul de numere reale (x,) _ definit prin

x,=0
x, =1+sin(x, , —1),(V)r > 1

Studiati convergenta sirului si apoi determinati limita sa.

skeksk
Solutie:
Cum x, —1=8I(x, ;| = 1), (V)22 1o (1p).
Daci notim a, = x, —1,(V)n > 1, atunci @, =sina, ;,(V)1 > 1. ccocorrerrererereeeeeess (1p).
Deoarece a, = -1, deducemca a, <0, (V)n 2] e (1p)
(@, ), SLE CTESCALOT. ... veveeerererseeseeese et ss sttt (1p).
Deci convergent si existd limita sa llma, =a,ad € R ......coccoeeeieieiiieiieeee (1p).
n—>0
Rezulta a =sina, (1p).
Deci @ =0,1ar IIM X, = L. .ottt (1p).
n—>0
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SUBIECTUL IV

- . l+cosxcos2xcosédx...cos2"x
Sa se calculeze lim

e (x—x)

prof. Dicu Florentina, Rm. Vélcea

Solutie:
1+ 2 4x...cos2" . 0
lim O3 X €08 xcosz X COS2 X e gaseste n cazul de nedetreminare — ........... (1p).
x> (x _ 72-) 0
Se face substitutia y =x— 7,y — 0 si limita devine lim 1 -cosycos2y czosyx...cos2 Y «.(1p).

y—0 y

La numarator facem artificiu de calcul:

1 —cos ycos2ycos yx...cos2" y 1—cos y+cosy—cosycos2ycos yx...cos2" y

lim > =1lim > =
y—0 y y—0 y (2 )
...(2p).
l—cosy cosy(l—cos2ycosyx...c052”y) < 1- cosZ l1-cos2’y _
lim———=—+1im = > lim
y—0 y2 y—0 yz ZO: y—0
2S1n Zk 1 2S1n 2k -1 22k 2.2 n 2k 2 2
=S lim 22 Y 3y 230 2 _2th _222”1 ............. @p).
k=0 770 k=0 770 (2 ly) k=0 7 7?
1 n - 22n+2 _1 22n+2 _1
== 2% = D eesseaesesssaeare s sreR R s R RSO RRS RSO RRSRO SRR SRS RS RSSO R RS SRR RSSO RR SRS RS (p).
2 k=0 2 * 3 6
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MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR
SI CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 21.02.201
CLASA A XII-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE DE CORECTARE

Subiectul |
2 -1 -1 111
Fie In M3(R )matricele A= -1 2 -1|siB=|1 1 1/|sipentrufiecare t € R/{0} definim matricea
-1 -1 2 111
Mt=3A+iZB.
3 3t

1. Si se arate cd multimea de matrice G = {M,|t € R/{0}} este un grup in raport cu inmultirea

matricelor.
2. Sase arate ca functia f: R/{0} - G, f(t) = M, este un izomorfism de grupuri.

(Problema de admitere facultatea de matematica)

Solurie:
Verificam ca multimea G este parte stabild,dacd t si u sunt reale nenule avem
MM, =(3A+i2 BJ(EM% Bj:t—qu + L BA+-—AB+
3 3t 3 9 ot 9u
1 tu 1
— —B’=—A+——B=M
9t’u’ 3 3’ !
Deoarece avem A” = 3A, AB = BA =0, B> = 3B.Rezulti parte stabila.Din M, =M obtinem t=usi cu

aceasta deducem ca |, = M, este element neutru,iar simetricul lui M, este M, ,deci G cu inmultirea este

GIUP COMUEALIV. ...ttt ettt et et e e e s ae et e e sa e e se e beessesae e beeseesaeeateeneeaneesaeenneennenns (5p)

Din partea stabila deducem ca f este morfism si demonstrdm injectivitatea si surjectivitatea.......... (2p)
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MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE INSPECTORATUL SCOLAR
SI CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT

Subiectul 11
Fie (G,) si a,beG diferite cu proprietitile a=e,b=e,a’ =e,aba™ =b?unde e este elementul neutru

al grupului G. Sa se determine ordinele elementelor a si b.

**kk

Solugie:

Avem ordinul lui a egal cu 7. Folosind relatiile ab =b”a,a =b”*ab™ demonstram prin inductie matematica

k _ .
2 =07 @ D7 PENLIU OFICE K NALUTAL .......cvoceeeeeieeeececeee e (4p)
. . 7_
Luim k=7 si obtinem D> ™ =8 =501 = €.ttt (2p)
Deci ordinul Tui b este127(NUMAT PIIM). ...ttt et e et aeeeenneaneans (1p)
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Subiectul 111

. 1
Fie f:]R—)]R,f(x)={ k + sinx cos;,xiO si
k ,bx=0

. 11
0.~ {2029 - 00 200)- |
X 0,7n rest.
Solurie:
sinxcos1 Xx=0
Scriem f(x)=k+ X =K+ (X). e
0 X=0

Deoarece functia g este impara avem

k

«
K n
|

n+(%—n};((x)} kdx = knx

1
k(i—n jdx:2k2—2k+¥.
n

Obtinem lim J, =2k? -2k =12 de unde se obtine k, =3 si k, =

n—o

Lxe|-=,=
{ n n] Determinati k astfel incat limJ_ =12.

n—o

Gorgota Vasile si Ulmeanu Sorin

.................................................................... (2p)

3= nk[n+(%—n);((x)] f(x)dx = }k[m(%njz(x)}(mg(x))dx—

K%_ n)l(x)}kdx kP s
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$I CERCETARII STIINTIFICE JUDETEAN OLT

Subiectul 1V
Fie functia f: R — R o functie continua cu proprietatea ef™f (X) <Xx,Vx € R.
e+l
3
Sa se arate ca I f(x)dx < >
1

Florin Nicolaescu-G.M.11\2015

Solugie:
Consideram functia g: R - R, g(x) = e* + x bijectiVa........cooiiiiiiiiii e, 2p)
Deci ipoteza se scrie g( f (X))<x<> f(x)<g™(X)-argumentare.................ocooovviiiiiinennn, (1p)

Prin integrare avem

e+l e+l

I f (X)dx < I g~ (x)dx(1)

1

1 e+l
Dar identitateaYoung avem Ig (x)dx + j 97 (X)OX = €4 Liiiei e (2p)
0 1
e+l 3
Obtinem J. g7 (x)dx = > (2).Din (1) si (2) se obtine ce se cerea demonstrat...................cc.eeveevnennn.n. (2 p)
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